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CLASAalX -a

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

1. Rezolvati in R ecuatia
3{x}? + 11{x} = 7x — 5.
Prin {x} am notat partea fractionara a numarului real X.

Solutie:

Cum0<{x}<1=0<3(P+11{x}<14=>0<7x-5<14=>2<x <2

Cum [x] € Z > [x] € {0, 1, 2}.

1) Daci [x] = 0, atunci x = {x}, iar ecuatia devine 3{x}* + 4{x} + 5 = 0.
Notand {x} = y, ecuatia devine
3y2 + 4y + 5 = 0, care nu are solutii reale.

2) Daci [x] = 1, atunci x = 1 + {x}, iar ecuatia devine 3{x}?* + 4{x} — 2 = 0.

Notand {x} = y, ecuatia devine

3y2 + 4y — 2 = 0 cu solutiile y; = 22 € [0,1) siy, = 2 ¢ [0,1),
Rezulta solutiax; =1 +y; = 1+;/ﬁ.

3) Daci [x] = 2, atunci x = 2 + {x}, iar ecuatia devine 3{x}?* + 4{x} — 9 = 0.
Noténd {x} = y, ecuatia devine

—2+v31
3

—2—vV31
3

3y% + 4y — 9 = 0 cu solutiile y; = ¢ [0,1)siy, =

. - - . . . 1+v10
Concluziondm ca ecuatia are unica solutie x; = ——.

¢ [0,1).
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Detalii de rezolvare Barem

asoclat
Deduce ca [x] € {0, 1, 2}. 2p
Arata ca in cazul [x] = 0 ecuatia nu are solutii reale. 1p

< sn : . 1410
Arata cd in cazul [x] = 1 ecuatia are solutia x; = +;/_. 2p
Arata ca in cazul [x] = 2 ecuatia nu are solutii. 1p
.. . . 1410

Deduce cd unica solutie a ecuatiei este x; = +;/_. 1p
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2. a) Demonstrati ca pentru orice numere reale pozitive a, b, ¢ care loc inegalitatea
a b c 3
b+c+a+c+a+b2§'
b) Aflati numerele reale pozitive a,b,c,x,y,zcua+b+c=x+y+2z=3si
a b c yzvx  zx\[y  xyVz
b+c+a+c+a+b=xy+z+yz+x+zx+y'

Solutie:
a) Inegalitatea este echivalenta cu arbte | Drate b S 313 e
b+c a+c a+b 2
1 1
<:>(a+b+a+c+b+c)( + + )29@
a+b a+c b+c
a+b a+b a+c a+c b+c b+c
arb , arb , arc are, ore, ore > *
@1+a+c+b+c+a+b+1+b+c+a+b+a+c+1 _9'( )
Dar, cum a,b,c > 0, avem 2 + &€ > .
a+c a+b
a+b b+c
btk Tk S A
b+c + a+b — 2;
atc , b+c > 2,
b+c a+c

care prin insumare conduc la relatia (*), ceea ce incheie demonstratia.
b) Aplicand la numitor inegalitatea dintre media aritmetica si media geometrica avem ca

yz\[x N zx,\[y N xy\z - yzA[x N zx\[y N xy\Vz _,/yz_l_\/a_l_,/xy
xy+z yz+x zx+y” 2 /[xyz 2/xyz 2/xyz 2 2 2

Aplicand din nou inegalitatea dintre media aritmetica si media geometrica avem ca

Jyz Nzx \Jxy y+z z+x x+y x+y+z 3
+ + < + + = = —
2 2 2 4 4 4 2 2

a b c yzx | zx\y . xyJz _ 3
<E—+—+—= + + <-
b+c a+c a+b xy+z  yz+x @ zx+y 2

Rezulta astfel ca

N W

ceea ce conduce la

a b L _yz\/§+zx\/;+xy\/5_3
b+c a+c a+b xy+z yz+x zx+y 2

a+b a+b a+c .o
=—=—=1,adicia=b=c=1,

Deducem ca —
a+c b+c a+b

larxy =z,yz=x,zx =ysix =y = z,
de unde rezulta ca

x=y=z=1.
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.. Barem
Detalii de rezolvare i
asoclat
.. . . - a+b b b _ 3
a) Scrie inegalitatea echivalenta ALALEN AL T ) 1p
b+c a+c a+b 2
Scrie inegalitatatile echivalente (a+b+a+c+ b +¢) (L + 4 L) >9si 1p
’ a+b a+c b+c >
a+b a+b a+c a+c b+c b+c
1+m+m+m+ 1+m+m+a+ 129
b b
Scrie ca — + axe > 2, Dybtes g ot btes si concluzia. 1p
a+b +c a+b — b+c a+c
- . vzx | zx\y | xyVz yz\x zZx\y xyz _ \yz \/zx \/
< yre , ver
b) Aratd ca xy+z + yzZ+x + zx+y ~ 2\xyz 2\xyz 2\/xyz 2 T T 1p
VYZ | Vzx | VXY _ 3
Aratad ca — yz —+——<- 1p
2 2 2"
b c _yzx | zx\y | xyVZ _ 3

Deduce ca b+c + a+c + a+b  xy+z T VZ+X T zx+y 2 1p

Deducecia=b=c=x=y=z=1.

1p
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3. a)Fiex € R*astfel incat x + - € Q. Demonstrati ca x™ + — € Q, pentru orice numar

natural nenul n.

b) Demonstrati ca (2 + \/g)n + (2 — \/§)n € Q, pentru orice numar natural n.

Solutie:

a)

Demonstram prin inductie dupa n ca propozitia P(n): x™ + xin € Q,n € N* este
adevaratd. P(1) este adevarata din ipoteza. Presupunem P(1),..., P(k) adevarate
pentru k € N, k > 1 si demonstram cd P(k + 1) este adevaratd. Avem ca
1 1 1 _ 1
b g = (e D) () - (P ms) e @

deci P(k + 1) este adevarata. Conform principiului inductiei matematice, P(n) este

adevarata, pentru orice numar natural nenul n.

b) Pentrun =0, avemca (2++3) +(2-v3) =2 € Q.

Pentru n € N*, avem ca (2 + \/§)n + (2 — \/§)n = (2 + ‘/§)n + (2+\1/§

1
Cum2+\/§+m_4e@,

aplicand a) se obtine concluzia.

Detalii de rezolvare aBs%rceig

a) Verifica faptul ca P(1) este adevarata. 1p
Aratd cd x**1 + xklﬁ = (x + i) (xk + xik) — (xk_l + ﬁ) si demonstreazi ci 2
P(k + 1) este adevarata.

Concluzioneaza pe baza principiului inductiei matematice ca P(n) este adevarata,

pentru orice numar natural nenul n. 1p
b) Demonstreaza relatia pentru n = 0. 1p
Arata ca (2+v3) +(2-V3)" = (2+\/§)"+(2+$§)n 5i2+V3+ 1=

4 € Q, de unde obtine concluzia. P
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4. Tn patrulaterul convex ABCD se considera punctele E € (BC),F € (AD),G € (4B),

H € (DC) astfel incat 22 = 25 = g 4i 22 = 22 — B Se noteaza {M} = EF N GH. Sa se
EC FD HC

> GB
. GM . FM
arateca— =a si— = f.
MH > ME
Solutie:
1 ~ ar GN . v —> rotaryg
Fie N € (GH) astfel incat — = a. Rezultd ci 7y = ~—— 4
NH 1+a
AG _ DH _ s> _ TA+PTE . _ Tp+prc
Cum il B, deducem car; = vy STy = g
. —s _ Ta+arp+Prp+afrc
deciry = D)
: o s FP . .  TR+pTE
Fie P € (EF) astfel incdt — = . Rezultacarp = TFtBTE
PE 1+
BE AF . TE+aFr . —  Tatars
Cum — = = = @ deducem ci 75 = 2 Cgj 7 = A2
EC FD 1+a ° 1+a
. — _ Tat+arp+Prp+afrc
deci 7p = (1+a)(1+p)
Deducem cd 7y = 7p, deci N = P, de unde rezulti ca M = N = P, deci
GM . FM
—=asi—=p.
MH > ME
i Barem
Detalii de rezolvare i
asoclat
3 a 1T A GN . - — _)+ Ty
Considera N € (GH) astfel incat o=asi deduce ci 7y = TG1+0;TH' 1p
v—)_a}"-BT—B) _)_E)+ﬁﬁ
Deduce carg; = g STHE T 1p
< —— _ TA+arp+Brg+aBrc
Deduce cary = Tt (LtE) 1p
Considera P € (EF) astfel incat L £ sideduce cirp = TF+BTE
PE ’ P 148 1p
< — _ Tptarc¢ ._,:ﬁ’+ar_D’
Deduce carg = o STF TR 1p
< = _ TAtarp+Prg+afrc
Deduce carp = PSR 1p
Deduce cd Ty = 7p, deci N = P, de unde rezulti ca M = N = P, deci
GM . FM 1
— =asi— =p. P
MH > ME
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CLASAa X -a

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

1. Sase arate ca:

a) Numirul 33 este irational.
b) 39+E\/ﬁ+39—E n =1.
3V3 3V3

Solutie:

a) Presupunem prin reducere la absurd ci /3 € Q. Rezulti ci existi m,n € N, (m,n) =1 astfel

A m . . . . . . o .
incat 3/_ =—.Avem m® =3n°, de unde rezultici m*:3 , lar cum 3 este numar prim, rezultd ca m:3
n

Deci m = 3k, k € N".
Prin inlocuire in relatia m* = 3n?, obtinem 27k® =3n°, adica n® =9k®, de unde rezulti ci n:3

Faptul ca m:3si n:3 contrazice (m,n) =1, de unde rezult ci presupunerea facuta este falsd.

Prin urmare, 33 ¢ Q.

b) Fie x= i/ 9 +% %1 + i/ 9 —% / %1 . Prin ridicare la puterea a treia, obtinem:

x3:9+E\/ﬁ+9—E\/ﬁ+3s 9410 (ML) g 10 [717 39+Q\/7—71+39—E ny
3V3 3V3 3V3 3V3 3V3 3V3

Efectudnd calculele, se obtine ecuatia: x° +17x-18=0.

Aceasta este echivalenta cu ecuatia (X —l)(x2 + X +18) =0 care are solutia reald unica x=1.
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Detalii de rezolvare Barem

asoclat
ARA. B="mnen, (mn)=1 1p

n

m:3 Ip
n:3, contradictie. 1p
b) x* =18-17x 2p
(x=1)(x*+x+18)=0 1p
x> +X+18=0 nu are solutii reale , deci x =1 este solutie unica. 1p
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2. Fie a, b, ce(0,1). Aratati ca:

N 4bc S\/R;
(a+b)(a+c) a

4hc 4ac 4dba

) 0 ) are) P ) ore) P are) o)

=0 daca si numai daca a=b=c.

Solutie:

aT”’z@:amzz@

:>(a+b)(a+c)24a\/R.
%2«/&:%&22&

a) Se aplica inegalitatea mediilor:

4dhc 4dbhc \be
- < = .
(a+b)(a+c) 4daybc a

b) Implicatia directi:

Functia f: (0,0) = R, f(x) = log, x, a<(0,1), este strict descrescatoare.

4he < Ve = Ioga4—bcz Ioga@:l(logabﬂogac)—l (1)
(a+b)(a+c) a (a+b)(a+c) a 2

Procedand la fel, se obtin relatiile:

4ac

%% (a5 b)(b+0)

> %(Iogb c+log,a)-1 (2)

4ab 1
log — 2 >=(] log. b)-1 (3
OQC(a+C)(b+C) 2(ogca+ogc) ©)

Adunand membru cu membru relatiile (1), (2) si (3), folosind ipoteza obtinem:

0>Z(log, b-+log, ¢) -1+ (log, ¢ +I0g, a) ~L+(log, a-+log, b) -1 =

0> %[(Ioga b+log, a)+(log, c+log, b)+(log, a+log,c)]-3 (4)
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Cum a,b,ce (O,l) toti logaritmii din relatia (4) sunt pozitivi.

log, b+log,a>2
nsumand membru cu membru inegalititile: log, ¢ +log, b > 2, obtinem:
log,c+log,a>2

(log, b+log, a)+(log, c+log,b)+(log, a+log,c)>6, deunde rezulta ca

%[(Ioga b+log, a)+(log, ¢ +log, b)+(log, a+log,c)]-3>0 (5)

Din relatiile (4) si (5) rezulti %[(Ioga b+log, a)+(log, c+log,b)+(log, a+log, c)]—3 =0,

deci (log, b+log, a)+(log, c+log,b)+(log, a+log,c)=6.

Rezulta atunci a=b=c.

Implicatia indirecta:
4bc 4ac 4ba

(ab)(arc) % (arb)bro) " arc)bre)

Daca a=b=c, atunci log,
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Detalii de rezolvare

Barem
asociat

3D, Jab=a+b>2Jab
a) 2 = (a+b)(a+c)>4avbc

%2&33+C22\/§

1p

4bc o _4bc _Joc
(a+b)(a+c) 4avbc a

1p

b) Functia f: (0,0) = R, f(x) = log, x, ae (0,1) , este strict descrescatoare.

4hc \/E 4dhc \/E

(ab)are) a S larb)arc) P a

:%(Iogab+logac)—1
1)

Procedand la fel, se obtin relatiile:

4ac 1
log, ——————> (I | -1
o0 (a+b)(b+c) 2( 09, ¢-+10g, 3) @)

4ab 1
log — 521 log. b)—1
096(a+c)(b+c) > (log.a~+log;b) 9

Adunand membru cu membru relatiile (1), (2) si (3) obtinem:

0> %(Ioga b+log, c)—1+%(log|D c+log, a)—1+%(logC a+log.b)-1=

0 2%[(Ioga b+log, a)+(log, c+log, b)+(log, a+log,c)]-3 (4)

2p

log,b+log,a=>2

Insumand membru cu membru inegalititile: log, ¢ +log, b > 2, obtinem:
log,c+log,a>2

(log, b+log, a)+(log, c+log,b)+(log, a+log,c)>6, deunde rezulta ca
1

E[(Ioga b+log, a)+(log, c+log, b)+(log,a+log,c)|-3>0 (5)

Din relatiile (4) si (5) rezulta

1

E[(Iogab+logb a)+(log, c+log,b)+(log, a+log, c)|-3=0,

deci (log, b+log, a)+(log, c+log,b)+(log, a+log,c)=6.

2p

Daca a=b =c, atunci toti logaritmii sunt nuli, deci au suma nula.

1p.
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3. Fie zy,z,,25 € C numere complexe distincte, astfel incat
L +2,+2,=2-2,+2,-2,+2,-2,=0.
a) Demonstrati ¢ z,° =z, - Z,.

b) Demonstrati ¢a |z,|=|z,| =|z,|.

c) Demonstrati ca z,, z,, z, sunt afixele varfurilor unui triunghi echilateral.

Solutie:

2,+2,+2,=0=>72,+2,=-2, ) )
=12,2,-2"=0=7"=12,7,

a)

2,2, +2,2,+ 2,2, =0 72,(2,+2;,) + 2,2, =0

7' =2,2,=2°=17272,1,
b) 2,°=22,=12’ =222,y =2’ =2"=2"> |Zl|3 = |22|3 = |23|3 =z|=|z,| =z

2 =212,=12' =272,
c) Fie A(z),B(z,),C(z;) imaginile geometrice ale numerelor complexe z,, z,, z,.

cum |z| =|z,|=|z,

, originea planului complex este centrul cercului circumscris triunghiului ABC.

+17,+1,

Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC. z; = =0, deci originea planului complex

este centrul de greutate al triunghiului ABC, prin urmare triunghiul ABC este echilateral.



INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN ARAD

Strada Corneliu Coposu nr.26, Telefon: 0257 /28 00 08, Fax 0257 / 21 47 46,
web : www.isjarad.ro e-mail: inf_arad@isjarad.ro

MINISTERUL EDUCATIEI

. Barem
Detalii de rezolvare :
asociat
2+2,+2,=0=>27,+7,=-1 ) )
a) =27,2,-7"=0=172"=12,7, 2p
2,2,+12,2,+2,2, =0 7,(2,+2,)+ 2,2, =0
2 3
2’ =12,2,=17°=72,7,
b) 2,0 =22, =2’ =22,2,; =2°=2>=2] 1p
2. =212,=1' =271,
3 3 3
=z[ =|z,[ =[z| Ip
=z]=[z|=|z] Ip
c) Fie A(z,).B(z,),C(z;) imaginile geometrice ale numerelor complexe z,, z,, z,
Cum |z,|=|z,|=]|z,|, originea planului complex este centrul cercului circumscris |  1p
triunghiului ABC.
: L 2,+2,+1, S
Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC. z, =———— =0, deci originea
1p

planului complex este centrul de greutate al triunghiului ABC, prin urmare triunghiul
ABC este echilateral
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4. Determinati functiile f: R = R cu proprietatea ca
f(x*+yf (y))=xf (x)+y*, pentruorice x,y € .
Solutie:
Pentru x=0, y=0= f(0)=0.
Pentrux = 0= f(yf(y) =y% vy € R.
Pentruy = 0 = f(x?) = xf(x),Vx € R.
Obtinem astfel f(f(x?)) = f(xf(x)) = x%,vx e R= f (f(x))=x, ¥x=0.
Demonstram ca f (f (x)) = x,Vx €R,

Avem —xf(—x) = f((=x)?) = f(x?) = xf(x) = x(f(x) + f(—x)) = 0,Vx € R.

f(=x) =—f(x),vx # 0.
f(0)=0

Pentru x<0, f(f(x))=f(f(=(=x)))=f(=F(-x))=—=F(f(-x))=—(-x)=x.

Prin urmare, f(f(x)) = x,Vx € R, deci (f o f)(x) = x,Vx € R, deci functia f este injectiva.

} = f(—x) = —f(x),Vx € R, deci functia f este impara.

Inlocuind in relatia din ipotezd X+ f (), obtinem

f(fz(x)+yf(y)): f(x)f(f(x))+y>=xf(x)+y*=f (x2+yf (y))
Din injectivitatea functiei f rezulta f°(x)+yf (y)=x*+yf(y), adicd f2(x) = x?,Vx € R.

X, XeA
Reiese de aicica f(x)= < ,CUAUB=R,ANB = 0.
-X, XxeB

Demonstram ca multimile A si B nu pot fi simultan nevide.

Daca multimile A si B ar fi simultan nevide, atunci ar exista xe A si yeB cu f(x)=x si
f(y)=-y, cu x si y nenule.

Cum f(x2+yf (y)):xf (x)+y* = f(xz—yz):x2+y2.Dacé X*—y> e Aavem X’ -y  =x*+y°
iar dacd x* -y’ e Bavem —x*+y? =x*+y*, de unde obtinem y=0 sau x =0, ceea ce contrazice

alegerea facuta.

Prin urmare, avem fie f (x)=x, fie f(x)=-x pentru orice x € R. Ambele functii verifica ipoteza.
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Detalii de rezolvare

Barem
asociat

Pentru x=0, y=0= f(0)=0.

1p

Pentrux = 0= f(yf(y) =y% vy € R.
Pentruy = 0 = f(x?) = xf(x),Vx € R.

fF(F&D) = fFxf(x) =x%vx e R= f(f(x))=x%, Vx20.

1p

—xf(=x) = f((-=0)) = f(x*) = xf (x) = x(f(x) + f(-x)) = 0,Vx ER.

f(—=x) =—f(x),vx # 0.
f(0)=0

deci functia f este impara.
Pentru x <0, f(f(x))=f(f(=(-x)))="f(-F(-x))

F(f(x)) = x,Vx € R, deci (f o f)(x) = x,Vx € R.

f=fen=-fwvrex,

Il
|
—y
—
—h
|
X
~
~—
Il
|
|
>
N
Il
>

1p

Inseamna atunci ca functia f este injectiva.

Inlocuind in relatia din ipoteza X > f (X) , obtinem
F(F20)+YF(y))=F(X)f(F(x)+y>=xf (x)+y*=f(x*+y(y)).
Din injectivitatea functiei f rezulta f°(x)+yf (y)=x*+yf(y),

adicd f2(x) = x%,Vx € R.

1p

X, XeA
H@:{ " CUAUB=R,ANB =0
—X, XeB

1p

Daca multimile A si B ar fi simultan nevide, atunci ar exista xe A si yeB cu
f(x)=xsi f(y)=-y, cu x si y nenule.

Cum f(x2+yf (y)):xf (x)+y* = f (xz—yz):x2+y2.

Daci x*—y’eA avem X —y*=x’+y> idar daci x°-y’eBavem
—x*+y?>=x*+y?, de unde obtinem y=0 sau x=0, ceea ce contrazice alegerea

facuta.

Prin urmare, avem fie f (x)=x, fie f(x)=-x pentru orice x € R.

1p

Ambele functii verifica ipoteza

1p
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CLASA a Xl -a

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Notia: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

1. Sa se determine matricele A € M, (C), cu proprietatea cd A? = (_i 2)
Solutie:
Se considera matricea A € M, (C), A= (Ccl Z)

a’? + bc b(a+d))
cla+d) bc+d?

a? + bc b(a+d))_(—1 O)
c(a+d) bc+d?*) 1 1)

Se calculeaza A% = (

Relatia din enunt devine (

Din egalitatea matricelor se obtine sistemul:

a?+bc=-1
b(a+d)=0
cla+d)=1
bc+d?=1

Dinrelatia b(a+d)=0 = b=0saua+d=20

Dar c(a+d) =1 ,deci a+d =+ 0deunderezultai b=0

Inlocuind in sistem b =0 se obtine a? =-1,a € C = a=+i,
d?=1,a€eC =d=%1

Se obtin urmatoarele cazuri:

_ i 0
Cazull:a=i,d=1=> c=—=—=2" = A1=<1—i )
a+d 1+i 2 =N 1
—1-i l 0
Cazul 2:a=id=-1= c=— = L =2 A2=< )
a+d =1+ 2 - -1
. -i 0
Cazul3:a=-i,d=1= c=—=—=2 = A3:<1+i )
a+d 1-i 2 N 1
—1+i - 0
Cazul4:a=-i,d=-1= c=—=——="" — A4=<—1+i )
a+d -1-i 2 T -1
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Detalii de rezolvare Bare;m
asoclat
... _(a b
Fie A = (C d) € M, (C)
a’*+bc b(a+d) -1 0 2p
Calculeaza si obtine relatia (c (@+d) be+d? ) = ( 1 1)
Deduce a+d#0 = b=0, a=+i, d=+1 2p
Determina matricele
i 0 i 0 —i 0 —-i 0 3p
Ay =1 1 VA = | _ 1+ -1 Az = | 1+ 1 JAy = | -1+ -1
2 2 2 2
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2. Fie A € M, (C) astfel incat urma matricei Tr (A) =1. Sa se arate ca:
det (42 + 5A + 51,) = det (42 + A —91,) - 8.

Solutie:

Conform teoremei Hamilton-Cayley A% — Tr(A)A + det (A)I, = 0, , d = det (A)

= A2 —A+dl, = 0,.
Atunci A2 = A—dlI, si A2+ 54+ 51, = 6A+ +(5—d)l,,
respectiv A> + A — 91, = 2A — (d +9)I, .

x+a b

Fie ﬁlnc‘giaf:R—)R,f(x)=det(A+x12):| c x+1-—-a

A\ 2 _
:36[(ﬂ) L d]zdz +20d 455 .
6 6

d):

Atunci det(64 + (5 — d)1,) = det 6 (A+Z21) = 6 det (A + =21, ) = 36f (22

Analog, det(24 — (d + 9)1,)- 8 =4f (%) ~8=d%+20d+63—8=d?+20d+55.

=d? + 20d + 55

Detalii de rezolvare Bare_m
asociat
Din THC avem A2 — A + dI, = 0, , d = det (4) 1p
det (64 + (5 — d)I,) = det(24 — (d + 9)1,) — 8 1p
Fie f:R-> R, f(x) = det (A + xI,). 1p
Atunci, f(x) =x2+x+d
det(6A + (5 — d)I,) = 36det (4 + =2 1,)=36f (=2) = a? + 20d + 55 2p
—d—9 —-d—9
det(2A—(d+9)12)—8=4det(A+ ~ 12)—8=4f( ~ )—8: 2
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3. Fie (ay)n»1 un sir de numere reale pozitive astfel incat a; = 1 si

+1)3 3 . A
D" 2 — n2(n+ 1)2, pentru orice n € N . Calculati lim ¥7_; a1 agg.
an An+1 T n—oo
Solutie:
1 1
n—1=>———2=4=>a2=—.
a? a? 2

5 1
Presupunem ca a; = P Vk < n.

n3

=(m+13n%—-(+1)?n?de

Atunci inlocuind in relatia din enunt pe a,, Cu = vom avea —

n+1

unde a =—
n+1 = 7
1 1 1
Avem Y% a,._,a —_— = - _yn
— 2n 1 1 —
=YY" ——1ln2n = In2
X2n k—lk n k12k1+2k1k n

1
n —
= Y- 12k 1 kzli—x2n+ln2n

1
Dar Y- 12k > ’,llk (xn+lnn)

prin urmare Z’gzl?l_l = Xon +In2n — zgzli =Xy +In2n — % (x, +Inn).

n

kzliz Xon +In2n — (x, +Inn) =x,, —x, +In2

Deci Y- 12k -

si deoarece lim x,, — x, = 0, deducem ca limita este In 2 .
n—-0oo

. Barem
Detalii de rezolvare .
asoclat
o . . o 1
Se demonstreaza prin inductiecd a, ==, n > 1 2p
n
Ded S o) _yn 1 n 1
educe cd Yx—; Qzx-1a2k = k=13p_;  Zk=13p 1p
.. 1
Deduce relatiile : Y- i (xn + Inn) iar Y3, Py PN — ” Z,chlz =
=Xyn + In2n 2p
1
Atunci Yz 1505~ [ 15, = X2n —Xp +In2n—Inn —In2 2p
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lim (1—cosx)(1—cos?x)..(1—cos™ x)
x=0 sin2nx+In(1+x2")+ V1+x27—1

4. Calculati limita L=

Solutie:

Se aduce limita L la forma:

, pentru n € N*.

| = lim (1-cos x)(1-cos?x)...(1~cos™ x) x2n L
T x=0 x2n sin?tx+In(1+x2M)+ Viex2i-1 1 2
Calculeaza Lq:
L. = lim 1-cosx 1-cos®’x  1-cos™x _
1= xo0 X2 x2 X2 -
~ lim 1-cosx (1-cosx)(1+cosx) (1—cosx)(1+cosx+--+cos™ 1x)
- X0 xz xz e xz
. Zsinzg 25in2§(1+cosx) Zsinzg(l+cosx+-~-+cos”‘1x) 1
= llm 2 * 2 S 2 :_'(1'2
x—=0 X4 X4 X4 2n
4 4 4
Calculeaza L,:
L2 = liﬂ(‘)i 1 = 1 =
ol 1 1 2n+1
sin®x In(1+x*) (A+x*Mn—-1 T+14+5 +
x2n + x2n + xZn
!
Deduce ciL = —-—
2" 2n+1
.. Barem
Detalii de rezolvare asociat
_ 1im (1—cosx)(1-cos?x)...(1—cos™ x) ) x2n L 2
x=0 x2n sin2nx+In(1+x2m)+ ¥ 14x20-1 L 72 P
n X n
lim 1 —cos*x k nl!
Ly = x>0 —= “|lz7xm 2p
k=1 k=1
L, = lim 1
2 = x-0 1 1
sinx  In(14+x?")  (14+x?)n—1 P
xZn + xZn + xZn
1 n
b= 1™ 2n+1 1p
1+1+ n
Finalizare 1p
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CLASA a XII -a

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

1. a)Fie (G, -)un grup si a, b € G astfel incat a = b2si b = a?. Si se arate ca dacd x = aba,
atunci x3 =e.
b) Se considera un grup (G, *) cu proprietatea ca exista m, n € N*, (m, n) = 1 astfel incéat
x-y)m=W-x)"si (x-)"=W 2" (V) x,yeG. Sa se arate ca G este grup
comutativ.
Solutie:
Calculand:
Q) a=b>=(@*)?=a*"= a=e¢
Analog, se arati ci b3 = e.
x? = (aba) - (aba) = abbba = ab3a = a?
x}=aba-a’®=ab=a-a*=a%>=e
b) Daca (m, n) =1 atunci exista p, q € Z astfel incdt 1 =m-p+n-q
xy=(x-y)"P = (x-y)™ - (x-y)" = ((x-y)™P - ((x-y)™)9 =
(-0™P- (-0 =@- 0" -0)M=(>Qy 0" =y x5V)x,yeC
= (G,") este grup comutativ
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Detalii de rezolvare

Barem
asociat

A)A% = @S5I D3 = @ i

1p

1p

1p

b)(m,n)=latunciaAp,qeZal.l=m p+N- quevceeererrrareneanan

2p

x-y = ()™= (e y)™P - ()M = (- 0)™P - (- 0™T =

(2P = y - x

2p
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2. Pe multimea M = (0, +0) se considera o lege de compozitie ,, * *“ care are urmatoarele
proprietati:

) (xxy)-(xx2)=xx(y+2); V)xy,zeM

i) xx1=x;(V)xeM

Aratati ca:

a) 2*x4€Q

b) 4 *i ¢ Q

c) V2022 %2022 = 2022101

Solutie:

Daciy=z=1=(x*x1)-(x*x1)=x+2 =>x?=x*2;(V)xeM
Daciy=z=2= (x*2)-(x*2)=x*x4 = (x*x2)°=xx4 2x*=xx4,(V)xeM
Decipentrux =2=2*4=16€Q

2
Dacéy=2=%=>(x*%) =x*x1=x;(V)xeM
Daca =z=l=>(x>k1)2=x*l =>(x*l)4=(x*l)2=x'(v)xeM
y 4 4 2 4 2 '
4 2
Pentrux=40btinem(4*l) :4$(4*1) = 2 = 4 x> = /2 deoarece 4 = € M.
’ 4 4 4 4

Deci4*i6£ Q

c) Avemeci(xx1)2=x+«2=x2=x+2; (V)xeM

Pentruy=1siz=2obtinem (x * 1) - (x *2) = x* 3; (V) Xe M

deundex® =xx3;(V)xeM

Pp cd x* = x = k; (V) x € M si demonstrim ci x**1 = x * (k + 1) ; (V) x e M
(x*x1) - (x*xk)=x*xk+1)=x-x*=xx(k+1);(V)xeM

= xfl=xx(k+1);(V)xeM

Conform PIM = x™ =x *n; (V) ne N*

Pentru x = 2022 si n=2022 = V2022 = /2022 * 2022
= /2022 * 2022 = 2022101
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B Barem
Detalii de rezolvare _
asociat
Q) y=z=1=x?=x*x2,y=2z=2= (x*2)??=xx+x4, x* =x*x4 = 2p
254 =16 €Q i ——
b)y=Z=%,ap0iy=Z=%§1ob‘ginem4*i$Q ............................................... 2p
C) Inductie x™ = x * 1n; (V) NENT s 2p

Pentru x = v2022 ; n = 2022 obtinem concluzia ceruta ............ccceeuveruernne.

1p
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3. Determinati toate functiile f: R — (0, +00), primitivabile, care verifica relatia:

F(x)+Inf(x) =In(1+ ); (V) x e R,

X
V1+x?
unde F:R — R este o primitiva a lui f si F(0)=0.

. _ x . N x+V14x2
Solutie: F(x) =In (1+ﬁ) lnf(x)—ln—m_f(x)
FG) X +V1+x?
eW=—rr———
V1I+x2-f(x)
x+V1+x2
zeF(x)-f(x)z—m;(V)xe]R{
CumF'(x) = f(x), (V) xeR
x 4
= (efW) =14+ ———==(x+1+x2
( ) V14 x? ( )
= ef® =x+V1i+x2+c, (V)xeR
Pt. x=0=ef@ =14+c=¢c=0
= e =x+1+x2
= F(x) =In(x +V1+x2), (V) xeR
. , 1
Deci f: R - (0, +0), f(x)_F(x)_m
Barem
Detalii de rezolvare )
asociat
= |p Vit F(x) . _ xHVi4x?
F(x)—lnm_f(x),(v)xe[l%ﬁe flx) = worvs ,(MxeR............. 3p
Deducem cd e ® = x + V1 + 22 4+ ¢, (V) X € Ruverreeeveeeeereeeeeeereeees 2p
x=0=efO=1+c=ef®™ =x+1+x2
:F(x)=ln(x+\/1+x2);(v)xe]R 2p

= f:R-(0,+), f(x) =F'(x) =

1
TLfgZ s
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4. Se considera functiile f: R - Rsi g: [O,g] — R, definite prin f(x) = foxtsinZt dt ,

2
respectiv g(x) = fOCOS ¥ arccos vt dt.
a) Demonstrati ca functia g este descrescatoare.

b) Aratati ca f(x) + g(x) = %, pentru orice x € [0, g]

Solutie:

a) g(x) = G(cos?x) — G(0); G o primitiva a lui h(t)= arccos vVt ; t € [0, cos?x]
Atunci g'(x) = —xsin2x;V x € [0, %]
gx)<0;Vxe [O, g], deci g este descrescatoare pe [0, g]

b) arccos\t =y =>t = cos?y => dt = —sin2y dy

TL'
X T
2
Deci g(x) =J —ysin2y dy =J ysin2y dy
2 x
X . z . z . T
fG) +gx) = [ tsin2tdt + [>tsin2t dt = [> t sin2t dt = .

Detalii de rezolvare aBsaorcﬁzl
a) Calculeazda g'(x) = —xsin2x;V x € [O, g] sig(x)<0;Vxe [0, g]
3p
deci g este descrescatoare pe [0, g] ....................................................................
b) arccosVt =y = t = cos®y si g(x) = [2ysin2y dy ...ccoommrrriviiiiininininn 1p
JEtsin2t dt = [t sin2t dt + [2ESIN2E Abeeoovvvveeesscccicceeeeesssceeeee 1p
z . T[
f(xX)+g(x) = [2tsin2tdt S 2p




